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Построено решение уравнений Дебая-Хюккеля для системы сферических частиц с 

произвольными радиусами и поверхностными зарядами или потенциалами, находя-
щимися в электролите. Разработан общий теоретический метод расчета взаимо-
действия частиц в таких системах. Подробно рассмотрен практически важный случай 
двух частиц. Из общих соотношений в нулевом приближении получены аналитические 
формулы для нахождения энергии взаимодействия двух сферических частиц с постоян-
ными зарядами или потенциалами. Из полученных формул в предельных случаях следуют 
известные соотношения теории Дерягина-Ландау-Фервея-Овербэка (ДЛФО). 

 
A solution has been constructed of the Debye-Huckel equation for system spheres with 

arbitrary radii and surface charges or potentials in electrolyte solutions. A general theoretical 
method for description of inter-particle interaction within such systems has been elaborated. 
The practically important case of two spheres has been considered in detail. Finite closed for-
mulae to calculation of interaction energy of two spherical particles with constant surface 
charges have been obtained from general expressions within zero approximation. The known 
relationships of Deryagin-Landaw-Lifshits-Overbeek theory follow from our formulae in the 
limit cases. 

 
 

Введение 
При изучении ион-электростатического взаимодействия в системах малых частиц 

в растворах электролитов основной задачей является расчет энергии и сил взаимо-
действия, которые возникают между частицами. Эта задача тесно связана с задачей на-
хождения поверхностной энергии двойных слоев при взаимодействии частиц в таких 
средах. Начиная с работ Б.В. Дерягина [1] этой проблеме уделяется большое внимание 
[2-7], причем она и до настоящего времени является актуальной [6], особенно при рас-
смотрении взаимодействия малых неорганических частиц с биологическими клет-ками 
или микроорганизмами. Взаимодействие диффузных двойных поверхностных сло-ев, 
возникающих вокруг частиц, обычно вычисляется на основе метода зон Б.В. Дерягина 
[1]. Но использование такого приближения может привести к неверным результатам, как 
справедливо отмечалось в [3-5]. 

Для ансамблей сферических частиц, находящихся в растворе электролита, нахож-
дение потенциалов, потенциальной энергии их взаимодействия и соответствующих сил в 
электростатическом приближении можно свести к решению соответствующих гранич-
ных задач для уравнения Дебая-Хюккеля. В цитированных выше работах разными мето-
дами строятся приближенные решения этой задачи для системы двух шаров. В этой ра-
боте, в продолжение исследований, начатых авторами в [8-11], без использования допол-
нительных допущений для произвольного (конечного) числа шаров предлагается эффек-
тивный аналитический метод решения этой задачи с использованием разложений для 
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искомых потенциалов по сферическим функциям (скалярным сферическим гармоникам). 
Эти разложения определяют решения внутренних задач для уравнения Лапласа и внеш-
них задач для уравнения Дебая-Хюккеля для каждого шара. Вместе с тем, выра-жения 
для потенциалов определены в разных системах координат, поэтому для удов-
летворения граничных условий на поверхностях каждого шара используется теорема 
сложения [12-13] для фундаментальных решений соответствующих уравнений. Это по-
зволило непосредственно из граничных условий получить бесконечные системы ал-
гебраических линейных уравнений для определения неизвестных коэффициентов разло-
жений соответствующих потенциалов. Подробно в работе рассматривается прак-тически 
важный случай двух сферических частиц. Из общих формул в нулевом прибли-жении 
получены конечные формулы для вычисления энергии взаимодействия частиц, как с 
разными постоянными поверхностными зарядами, так и с постоянными поверх-
ностными потенциалами. Их этих формул, как частный случай, следуют соотношения 
теории ДЛФО [1, 2]. 
 
Решение задачи в случае известных плотностей поверхностных зарядов 

Рассматривается система, состоящая из N  сферических частиц, помещенных в 
раствор электролита с диэлектрической проницаемостью me . Радиусы частиц - ka , ди-
электрическая проницаемость частиц - ke , где Njk ...,,...,,2,1= . Свяжем локальные 
сферические координаты ),,( kkkr fq  с центрами частиц ( kr  - полярный радиус, kq  - ази-
мутальный угол, kj  -  полярный угол).  Расположение двух произвольных частиц из ан-
самбля с индексами jk,  показано на рис. 1. Глобальные координаты ( zyx ,, ) точки на-
блюдения P  определяются векторами jk rr ,  в локальных системах координат, и рас-
стояние между центрами шаров будет || kjkjR R= , где jkkj rrR -= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Связь между локальными системами координат 
 
Потенциалы, соответствующие внутренним и внешним областям относительно 

сферических поверхностей частиц, обозначим верхними индексами “<”  и “>” соответ-
ственно. При отсутствии внешнего поля во внешней области потенциал >ц  представ-
ляет собой сумму потенциалов ),,( kkkkk r fqff >> = , создаваемых каждой частицей, т. е. 
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ff  В электростатическом приближении каждый потенциал >

kf  ( Nk ...,,2,1= ) 

является решением уравнения Дебая-Хюккеля (1), а потенциалы внутри сфер 
),,( kkkkk r fqff << =  будут решениями уравнения Лапласа (2) соответственно 
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Граничные условия на поверхности k - ой сферы при kk ar =  могут быть сфор-
мулированы различным образом. 

Сначала мы рассмотрим случай, когда заданы плотности распределения поверх-
ностных зарядов. Тогда граничные условия можно записать в виде 
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Граничные условия (3) отражают непрерывность потенциалов и нормальной ком-
поненты вектора электрической индукции на поверхности частиц, и, в общем случае, 
плотности распределения поверхностных зарядов могут быть функциями поверх-
ностных координат, т.е. ),( kkkk fqss = . Как обычно, к этим условиям следует добавить 
предельные условия для потенциалов: 
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Для решения сформулированной выше граничной задачи будем использовать 
разложения решений в ряды по сферическим функциям ),( kklm циY , ...,2,1,0=l , 

lllm ...,,2,1,0...,,1, +--= . При этом предполагается, что система сферических функ-
ций ортонормированная. Внутри и вне сфер будем иметь разложения 
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При записи разложений (6) использованы модифицированные функции Бесселя 
третьего рода )(zk l  [14]. Общий потенциал в среде может быть записан следующим об-
разом 
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где штрих возле суммы означает, что в ней опущено слагаемое с индексом kj = . Ис-
пользование двойных индексов jj ml ,  подчеркивает тот факт, что они могут изме-няться 
независимо от индексов ml, , которые соответствуют k - ой сфере. 

Задача состоит в нахождении неизвестных коэффициентов )(k
lmA , )(k

lmB  в разложе-
ниях потенциалов (5), (6) из граничных условий (3). Для записи граничных условий для 
потенциалов и их производных необходимы выражения в других локальных коорди-
натах. С этой целью используем теорему сложения [12, 13]. При этом мы преобразуем 
произведение сферической функции Бесселя на скалярную сферическую гармонику на 
произведение модифицированной функции Бесселя на скалярную сферическую гармо-
нику. Кроме того, мы учтем свойства 3-j символов Вигнера, а также выполним переход к 
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коэффициентам Клебша-Гордона C ml
mlml
''''

''  [9, 13]. В результате мы получим следующую 

формулу преобразования произведения ),()( jjlmjl Yrk fqk при условии, что || kjkr rr -<  
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и величины jkq , jkf , jkR  показаны на рис.  1.  В формуле (8)  появляются модифици-

рованные функции Бесселя первого рода )(zil  [14]. 
 Выпишем выражение для суммарного потенциала с использованием теоремы сло-
жения (8) в локальных координатах, связанных с k - ой сферой 
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и, поскольку переменные сведены к одному центру, мы можем найти производные по 
радиальной координате непосредственно из (10), и вычислить ее значение на поверх-
ности k - ой сферы.Полученные выражения для потенциалов и их частных производных 
под-ставляются в граничные условия. В результате мы получим систему N2  функцио-
нальных уравнений. Помножим полученные уравнения на комплексно-сопряженные 
функции ),(*

kklmY fq  и проинтегрируем по поверхности сферы. Это приведет к семейству 
бесконечных систем алгебраических линейных уравнений. Так как сферические гармо-
ники ортогональны, и мы предполагали, что они ортонормированы, для интегралов бу-
дем иметь выражения ( ijд  - это символ Кроннекера): 
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mmll jj == ',' , поэтому получаем следующую систему 
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где )(k
lms  - коэффициент разложения поверхностной плотности заряда по сферическим 

функциям и дополнительно введены обозначения 
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Штрих обозначает дифференцирование функции по своему аргументу. Следует 
отметить, что при постоянной плотности распределения поверхностного заряда будет 
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00
)( 4 mlk

k
lm ddsps = . Таким образом, после решения системы (12) коэффициенты разло-

жений внутренних потенциалов определяются суммированием соответствующих рядов. 
В результате получена связанная N  раз бесконечная система линейных алгебра-

ических уравнений. Система содержит только неизвестные коэффициенты )(k
lmB  разло-

жений внешних потенциалов, и задача определения потенциалов в любой точке прос-
транства при взаимодействии N  сферических частиц решена. 

 

Ион-электростатическая энергия взаимодействия двух частиц 
Сейчас мы рассмотрим взаимодействие двух шаров более подробно, используя 

полученные выше общие соотношения. Будем считать, что ось z  проходит через центры 
шаров. Кратчайшее расстояние между поверхностями сфер обозначим через H , а расс-
тояние между центрами частиц будет 21 aaHd ++= . В модели ДЛФО энергия двойного 
слоя ijFF º  парного взаимодействия i -ой и j -ой сфер при известных плотностях по-
верхностных зарядов может быть найдена с помощью известных формул [3, 5] 
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Потенциальная энергия взаимодействия V  двойных слоев определяется выраже-
нием 0FFV -=  [5], где 0F  - свободная энергия двух отдельных частиц и, если плотно-
сти распределения зарядов 1у  и 2у  постоянны, то 
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Интегрирование в (14) выполняется по соответствующим поверхностям. Посколь-
ку потенциалы внутри и снаружи сфер должны быть равны, можно использовать любое 
разложение потенциалов. В случае постоянных поверхностных зарядов интегрирование 
сводится к вычислению интегралов от сферических функций по поверхностям сфер. В 
результате будет 
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и, учитывая (5), получаем следующее простое выражение для свободной энергии 
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Как видно, для нахождения свободной энергии парного взаимодействия необхо-
димы только первые коэффициенты разложений )(

00
)(

00 , kk BA . В общем случае они находят-
ся из бесконечных систем приведенных ниже алгебраических уравнений. 

В случае двух частиц задача будет осесимметричной, и система для нахождения 
коэффициентов разложений потенциалов принимает вид 
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 При этом учтено, что сферы размещены на оси z  и в (11), (12) функции ),( fqlmY  

при pq =  принимают значения )4/()12()1(),( 0 pdfp +-= lY l
mlm  [13]. 
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Полученные системы допускают дальнейшее упрощение, так как существует воз-
можность разделить коэффициенты )(

0
k

lB , )(
0
j

lB  и получить независимые системы для ка-
ждого шара. При этом только правые части систем определяют связь между частицами. 

Простейший случай имеет место, если учитывается только один член в разложе-
ниях потенциалов, т. е. если 0'' == ml  (нулевое приближение). Если членами высшего 
порядка малости по сравнению с величиной )(2

0 dk k  пренебречь, то для потенциальной 
энергии взаимодействия )(dV  можно получить формулу 
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 В формуле (21) использованы модифицированные функции Бесселя первого рода 
)(')( 01 zkzk -= , )(')( 01 zizi =  ( zzzk /)exp()2/()(0 -= p , zshzzi /)(0 = ) [17]. 

В случае большого расстояния между частицами, т. е. когда ¥®d  и 0)(0 ®dk k , 
общие соотношения упрощаются, и мы получаем формулу (15). 

Рассмотрим случай шаров с одинаковыми радиусами aaa == 21 , но разными за-
рядами 21 ss ¹ . В этом случае из (21) имеем 
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Для сравнения приведем формулу, приведенную H. Oshima в [5], которая была 
получена в приближении больших радиусов по сравнению с расстоянием между части-
цами. В случае aaa == 21  соответствующая формула может быть записана в виде: 
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где ( ) )exp()( HHaaA k-+= . 
При sss == 21 , из (23) следует 
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и в данном случае )]1(/[16 232
0 aaF m kesp += . 

Метод Дерягина [1] в этом приближении дает еще более простое выражение 
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Если пренебречь вторым членом в (22), то будем иметь 
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Нетрудно заметить, что если 0®Hk , энергия ¥®DV .  Это означает,  что фор-
мула (25) может давать неверные значения энергии при малых значениях Hk . Анало-
гичная ситуация имеет место и для формулы (24). Если 1>>Hk  и 1>>ak , после разло-
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жения логарифма в ряд при удержании первых членов в разложениях из формул (24), 
(26) получаются одинаковые выражения. 

 
Решение задачи в случае известных поверхностных потенциалов 

Далее мы рассмотрим случай, когда на поверхности частиц заданы потенциалы. 
Будем использовать схему, изложенную выше. В отличие от случая известных поверх-
ностных зарядов рассматриваемая задача проще, так как необходима только одна из 
групп граничных условий в формуле (3). 

Как и выше, в электростатическом приближении каждый потенциал >
kj  

( Nk ...,,2,1= ) является решением уравнений Дебая-Хюккеля (2), но поле внутри сфер 
не учитывается. Мы предположим, что поверхностный потенциал kY  является постоян-
ным, а граничные условия на поверхности k - го шара при kk ar =  могут быть записаны 
следующим образом: 

kNk Y=+++++ >>>> jjjj KK21 , Nk ,,2,1 K= .  (27) 

Граничные условия (27) выражают непрерывность потенциалов. Как обычно тре-
буется также выполнение условий для предельных значений потенциалов: 
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kr .     (28) 
Вне сфер разложения потенциалов принимаются в виде 
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где, как и ранее, ),( kklmY fq , ,...2,1,0=l , lllm ...,,2,1,0...,,1, +--=  - это нормирован-
ные сферические функции и )(zk l  - модифицированные функции Бесселя третьего рода. 

Общий потенциал в окружающем пространстве принимаем в виде (7). Задача со-
стоит в нахождении неизвестных коэффициентов разложений потенциалов )(k

lmB  в (29) с 
помощью граничных условий (27). Потенциалы в локальных координатах k - ой сферы 
запишутся в виде (10). Повторяя процедуру, использованную выше в случае известных 
зарядов, приходим в случае постоянных потенциалов к алгебраической системе вида 
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 Эта система связанных N  бесконечных систем линейных алгебраических уравне-
ний содержит только коэффициенты )(k

lmB  внешних потенциалов и полностью решает за-
дачу взаимодействия N  сферических частиц. 

Рассмотрим теперь задачу взаимодействия двух частиц на основе общих соотно-
шений более подробно. Как и выше ось z  проходит через линию центров, H  - кратчай-
шее расстояние между сферами, 21 aaHd ++= . В приближении Дебая-Хюккеля при по-
стоянных потенциалах энергия парного взаимодействия ijFF º  i -  ой и j  - ой частиц 

jiji ¹= ;2,1,  запишется в виде [15]: 
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Отсюда следует, что для нахождения энергии необходимы только частные произ-
водные от потенциалов. Потенциальная энергия взаимодействия V  двойных слоев опре-
деляется соотношением 0FFV -= , где 0F  - это свободная энергия двух уединенных ша-
ров при постоянных потенциалах 
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В результате для нахождения коэффициентов получаем систему 
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где jiji ¹= ,2,1, . 
 В простейшем случае при удержании только одного члена в разложениях, т. е. 
при 0'' == ml  (нулевое приближение) для энергии взаимодействия )(dV  будем иметь  
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где )(1)( 2
0
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 В пределах членов высшего порядка малости по сравнению с величиной 
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мы получили формулу для энергии взаимодействия 
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Для одинаковых сфер, когда aaa == 21  и Y=Y=Y 21  из (35) получаем: 
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Для сравнения McCartney, Levine [15] приводят следующую формулу: 
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Выражение (37) очень похоже на выражение, которое получено H. Oshima, одна-
ко, под знаком логарифма мы имеем сумму, а не разность. Если aH 2<< , формула (37) 
сводится к известной формуле Дерягина 
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 При 0®Hk  из приведенных формул получаем такие предельные выражения: 
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Как видно предельные значения формул McCartney, Levine и Дерягина совпада-
ют, однако предельное значение нашей формулы зависит от параметра ak . 
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Отметим, что формула (20) может быть упрощена, если использовать выражение 
для определителя Вронского ),( 00 kiW  для модифицированных функций Бесселя 

2101000 2
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z
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=+= . 

После некоторых алгебраических преобразований получается изящная симметричная 
формула 

2121

2
2

2
121

2 )exp(
)1)(1(

16)(
aaH

H
aa

aaHV
m ++

-
×

++
×=

k
kke

ssp .   (40) 

 

Численные результаты 
Выше получены замкнутые формулы, которые в предельных случаях совпадают с 

формулами других авторов,  обобщают их,  и могут быть уточнены при использовании 
высших приближений. Некоторые результаты выполненных расчетов представлены на 
рис. 2-7. Сначала мы рассмотрим случай заданных поверхностных зарядов. Мы опреде-
лим зависимость безразмерной энергии взаимодействия 0/* VVV = , где 

))1(/(16 232
0 aaV m kesp += , для двух одинаковых шаров с постоянными и равными заря-

дами от параметра Hk  при 1=ak  (рис. 2) и при 4=ak  (рис. 3). 
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Рис. 2. Энергия взаимодействия 0/* VVV =  
двух одинаковых шаров с постоян-
ными зарядами от Hk  при 1=ak ; 

Рис. 3. Энергия взаимодействия 
0/* VVV =  двух одинаковых ша-

ров с постоянными зарядами от 
Hk  при 4=ak ; 

1 – приближение Дерягина; 2 – приближение H. Oshima; 3 – наше нулевое приближение; 
4 - наше улучшенное приближение. 

Из приведенных результатов следует, что при 3>Hk  формула H. Oshima (24) и 
наши формулы для нулевого приближения (простейшая (26) и уточненная (23)) дают 
близкие значения, однако формула Дерягина дает сильно завышенные значения для эне-
ргии. Вместе с тем все формулы дают практически совпадающие результаты при боль-
ших значениях параметра Hk , когда 5>Hk . Если значения  1<Hk , наши результаты 
сильно отличаются от результатов H. Oshima и Дерягина, особенно при малых значениях 

Hk , так как и ¥®DV  и ¥®HOV , когда 0®Hk . 
 

*V  

1 
1 

Hk  

2 

3,4 

2 

3,4 

*V  

Hk



 
 
 

 
50

Далее мы рассматривали случай заданных потенциалов и провели сравнение с ре-
зультатами McCartney, Levine (37) и нашими (36). Результаты расчетов представлены на 
рис. 4, 5 для значений параметра 5.0=ak  и 5=ak  соответственно. 

Из приведенных графиков видно, что при малых значениях параметра ak  разни-
ца между результатами возрастает, однако она уменьшается с его возрастанием. В це-
лом, результаты согласуются при малых значениях ak , если 5.0>Hk  и для больших 
значениях ak  при 3>Hk . 

Некоторые результаты расчетов с использованием формулы нулевого при-
ближения представлены на рис. 6, 7. Рассматривались два частных случая. В первом 
предполагалось, что радиусы частиц одинаковы, а заряды - разные (рис. 6), и при этом 
варьировалось отношение 12 /ss=q ; во втором случае предполагалось, что заряды рав-
ны ( sss == 21 ), а радиусы - различны (рис. 7), и изменялось отношение 12 / aap = . В 
обоих случаях было принято значение параметра 1=ak . В первом случае в качестве 
нормирующего множителя использовалась величина ))1(/(16 2

1
32

0 aaV m kesp += , а во 
втором - ))1(/(16 1

23
1

2
0 aaV m kesp += . 
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Рис. 4. Зависимость энергии взаимодей-
ствия двух одинаковых сферичес-
ких частиц с постоянными потен-
циалами )/(* 2Y= aVV me  для 5.0=ak  

Рис. 5. Зависимость энергии взаимодей-
ствия двух одинаковых сферичес-
ких частиц с постоянными потен-
циалами )/(* 2Y= aVV me  для 5=ak  

1 – приближение McCartney, Levine; 2 – наше улучшенное приближение. 
  

Результаты расчетов показывают, что улучшенное приближение и нулевое при-
ближение дают практически совпадающие результаты, которые начинают отличаться 
только при 1<<Hk . Например, при 10=aк  максимальное расхождение составляет око-
ло 30% в случае зарядов одного знака при 0=H  и 5=q . При больших значениях отно-
шения q  и больших значениях 10=ak , необходимо использовать более точную аппро-
ксимацию. Во втором случае, когда 1/ 12 >>aa , значение энергии стремится к предель-
ному значению, которое может быть найдено предельным переходом в (20). 
 
Выводы 

Построено точное решение задачи взаимодействия системы малых сферических 
частиц в электролите, как при заданных на поверхности частиц зарядов, так и потенци-
алов. На основе общих формул получены замкнутые выражения для нахождения ион-
электростатической составляющей энергии взаимодействия двух шаров. Полученные 
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результаты согласуются с результатами других авторов в простейших случаях и уточ-
няют их в области малых значений параметра ak . 
 Выполненные расчеты показали высокую эффективность нашего метода. Следует 
отметить, что наши формулы могут быть уточнены, если учесть дополнительные члены 
в разложениях потенциалов. Это открывает возможность определить энергию взаимо-
действия произвольного числа частиц с высокой точностью. 
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Рис. 6. Энергия взаимодействия 0/* VVV =  
двух сферических частиц с одинако-
выми радиусами, но разными плот-
ностями зарядов в зависимости от 

Hk  при 1=ak ; 
1 – 1=q ; 2 – 3=q ; 3 – 5=q  ( 12 /ss=q ). 

Рис. 7. Энергия взаимодействия 0/* VVV =  
двух сферических частиц с одинако-
выми зарядами, но разными радиу-
сами в зависимости от Hk  при 

1=ak ; 
1 – p =1; 2 – p =2; 3 – p =6; 4 - p =24; 5 - 
p =120 ( 12 / aap = ). 

______ – наше нулевое пиближение;   --------- – наше улучшенное приближение. 
 

Более того, при незначительной модификации алгоритма с использованием ре-
зультатов, полученных нами ранее [16, 17] оказывается возможным учесть слоистую 
структуру частиц. Это обстоятельство оказывается весьма важным при нахождении эне-
ргии взаимодействия неорганических частиц с биологическими объектами, например, 
клетками и бактериями. 
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